Lezione 19 del 9 novembre 2015 by Ritelli, Daniele
1/10 Pi?
22333ML232
CLASS Bologna
Analisi Matematica @ Class
Lezione 19
9 novembre 2015
professor Daniele Ritelli
daniele.ritelli@unibo.it
2/10 Pi?
22333ML232
Esercizio
Dimostrare che se x ∈ R e` tale che
0 < x <
1 +
√
13
6
allora
− ln(1− x) < x+ x2 + x3
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0 < x <
1 +
√
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allora
− ln(1− x) < x+ x2 + x3
Consideriamo la disequazione
1
1− t < 1 + 2t+ 3t
2
Tale disequazione e` soddisfatta per
t <
1−√13
6
∨ 0 < t < 1 +
√
13
6
∨ t > 1
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Dunque se 0 < x <
1 +
√
13
6
integrando troviamo
− ln(1− x) =
∫ x
0
dt
1− t <
∫ x
0
(1 + 2t+ 3t2)dt = x+ x2 + x3
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Figure 1: rosso − ln(1− x) blu x+ x2 + x3
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Teorema del cambio di variabile
Sia f : [a, b]→ R una funzione continua. Sia poi ϕ : I → R una funzione derivabile
con derivata prima continua tale che:
• per ogni t ∈ I, ϕ(t) ∈ [a, b];
• l’equazione ϕ(t) = a ha almeno una soluzione α;
• l’equazione ϕ(t) = b ha almeno una soluzione β.
Si ha allora che: ∫ b
a
f(x) dx =
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.
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Dimostrazione
Fa(x) =
∫ x
a
f(u)du.
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Integrando l’ultima uguaglianza fra α e β troviamo:∫ β
α
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Dimostrazione
Fa(x) =
∫ x
a
f(u)du.
d
dt
(Fa ◦ ϕ) (t) = (Fa ◦ ϕ)′ (t) = F ′a (ϕ(t))ϕ′(t)= f (ϕ(t))ϕ′(t)
Integrando l’ultima uguaglianza fra α e β troviamo:∫ β
α
(Fa ◦ ϕ)′ (t) dt =
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.
[
(Fa ◦ ϕ) (t)
]t=β
t=α
=
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.
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Ricordato che, per costruzione, ϕ(α) = a, ϕ(β) = b si trova:
Fa(b)− Fa(a) =
∫ b
a
f(x) dx =
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt
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Esercizio
I =
∫ 1
0
1
(1 + x2)2
dx
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I =
∫ 1
0
1
(1 + x2)2
dx
Poniamo ϕ(t) = tan t. Se x = 0 scegliamo t = 0 e, se x = 1, prendiamo t = pi
4
.
Allora, essendo ϕ′(t) = 1 + tan2 t:
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I =
∫ 1
0
1
(1 + x2)2
dx
Poniamo ϕ(t) = tan t. Se x = 0 scegliamo t = 0 e, se x = 1, prendiamo t = pi
4
.
Allora, essendo ϕ′(t) = 1 + tan2 t:
I =
∫ pi
4
0
1 + tan2 t(
1 + tan2 t
)2 dt = ∫ pi4
0
1
1 + tan2 t
dt =
=
∫ pi
4
0
cos2 t dt =
[t+ sin t cos t
2
]t=pi
4
t=0
=
pi
8
+
1
4
.
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Esercizio ∫ ln 3
ln 2
1
1 + ex
dx
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t
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t
1 + t
]3
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0
dt√
1 + t2
con la sostituzione 1 + t2 =
1
1− y2
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Esercizio Calcoliamo ∫ x
0
dt√
1 + t2
con la sostituzione 1 + t2 =
1
1− y2
Si ha t =
y√
1− y2 quindi dt =
dy
(1− y2)3/2
Pertanto
∫ x
0
dt√
1 + t2
=
∫ x√
1+x2
0
dy
1− y2
Ma essendo
1
1− y2 =
1
2
(
1
1 + y
+
1
1− y
)
10/10 Pi?
22333ML232
si ha
∫
dy
1− y2 =
1
2
ln
(
1 + y
1− y
)
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0
dt√
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1
2
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)
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si ha
∫
dy
1− y2 =
1
2
ln
(
1 + y
1− y
)
Conclusione∫ x
0
dt√
1 + t2
=
∫ x√
1+x2
0
dy
1− y2 =
[
1
2
ln
(
1 + y
1− y
)]y= x√
1+x2
y=0
∫ x
0
dt√
1 + t2
=
1
2
ln
(√
x2 + 1 + x√
x2 + 1− x
)
razionalizzando si trova∫ x
0
dt√
1 + t2
= ln
(
x+
√
1 + x2
)
= arcsinhx
